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Specifikationer af ngjagtighed under hensyntagen til

tilfeeldighed
| praksis beregner landmaleren et estimat A pa basis af et antal
mélinger h, ..., I, f.eks.

1 n
A= Z I;
i=1
| praksis er malingerne behaftede med malefejl ¢;,
=X+ ¢

Vi opfatter hver e; som en realisation af en stokastisk variabel E;
og lader L; = X\ + E; angive de tilsvarende stokastiske udfald af
malingerne.

Dermed (med lidt misbrug af notation) kan vi ogs3 anskue

som en stokastisk variabel. 3/42

Motivation

Eksempel: En landmaler far til opgave at méle laengden A fra A til
B.

Entreprengren gnsker resultatet med en ngjagtighed pa £3mm.

Eksempel: Lagemiddelstyrelsen kraever, at et laegemiddelselskab
estimerer sandsynlighed 6 for bivirkninger af en medicin med en
ngjagtighed pd 4 0.01%

Problem: Hvordan fortolker og handterer vi disse specifikationer i
praksis, hvor alle mélinger er behaftet med en (stokastisk)
usikkerhed 7

Vi kan nu omformulere entreprengrens specifikation:

fejlen |\ — A| skal vaere mindre end 3mm med en meget stor
sandsynlighed - f.eks. 99.9%.

Dvs. forestiller man sig, at lengdebestemmelsen blev gentaget et
stort antal (hypotetiske) gange, s& m3 fejlen kun overstige 3mm i
0.1% af gentagelserne.

Dette giver naturligvis ikke en absolut sikkerhed for
lengdebestemmelsen i et konkret tilfeelde ! - men det vil sjeldent
ga galt...
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Landmalerens opgave er nu at beregne sandsynligheden for, at
A — A| > 3 og tjekke, at denne sandsynlighed er lille nok

Dvs. han har brug for at kende sandsynlighedsfordelingen af \ -

anskuet som en stokastisk variabel.

Normalfordelte stokastiske variable

Hvis X;'erne er normalfordelte sa er

ogsd normalfordelte

(middelveerdi og varians for X. bestemmes jf forrige slide)

aX; og X :ZX,-

Lidt beregninger med middelvaerdi og varians

Hvis X er en stokastisk variabel med middelvardi og varians
EX =pu VarX = o
s& geaelder for et reelt tal a,
EaX = aEX Var(aX) = a*VarX

Hvis Xi, ..., X, er stokastiske variable med middelvardier p; og
varianser O',~2 gelder
BY X=X
i i

Hvis X;'erne yderligere er uafhaengige:

VarZX,- = ZU,-Z
i i

Centrale gransevaerdi-satning

Hvis X;'erne er uafhaengige og identisk fordelte med fzelles
middelvaerdi 1 og varians 2, s& gaelder for gennemsnittet

i
I
|
x

at

eller =kvivalent,
1 —
%(X - n/"’) ~ N(Oa 02) \/E(X - M) ~ N(O,Uz)

Approksimationerne bliver bedre jo stgrre n !

6
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Tilbage til landmaleren

Antag fejlene E; er uafhaengige med middelveerdi nul (dvs ingen
systematisk malefejl) og kendt varians o2

Dermed bliver mélingerne Ly, ..., L, uafthengige med middelveerdi

A og varians ¢2.

Bemaerk:
A=A <3& -3<A-A<3

Han/hun kan nu benytte CLT hvorved A — X = N(0,02/n)

Dvs. skal blot udregne sandsynligheden for, at en normalfordelt
stokastisk variabel med middelvardi 0 og varians o /n ligger
mellem —3 og 3 (Excel, Maple, TI-89,...)

9/42

Kvantificering af estimations-usikkerhed

Variansen af \ er o2/n.

Jo mindre varians des mindre er den forventede veerdi af fejlen
A=A

| praksis benyttes ofte standardafvigelsen

sd:\/Var/A\:%

som et mal for usikkerheden.

11/42

Ukendt o2

Hvis o2 er ukendt kan estimatet

1 .
2 2
s nfli’_( )

anvendes i stedet

Tilfgrer ekstra approksimation til resultaterne (udover evt. brug af
CLT).

Intervaller og sandsynligheder

Hidtil: sandsynlighed for at estimationsfejl mindre end givet gvre
graense.

Nu: givet sandsynlighed, f.eks. 95%, hvad er s den gvre graense ?

For en normalfordelt stokastisk variabel X med middelvaerdi i og
varians ¢ gelder: sandsynlighed for at

(X =yl < ko
er
95%(k = 1.96) 95.4%(k = 2) 99.7%(k = 3) 99.99%(k = 4)

Bemazerk, at vi direkte kan omsatte k til sandsynligheder, hvis vi
bruger standardafgivelse o som enhed.
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Konfidensinterval Konfidensinterval fortsat

Med f.eks. k = 1.96 er der 95% dsynlighed f
e ters eraer o sandsyniighed for Antag Xi,..., X, uafhaengige og identisk fordelte med fzelles

IX — u| <1.960 < —1.960 < X — pu < 1.960 middelvaerdi p og varians o2,
Dette giver anledning til to forskellige intervaller: Da er gennemsnit X. approksimativt N(u,a2/n) og vi benytter X
a) (for X) som estimat for p.
pw—1960 < X < p+1.96
b) (for 1) Jf forrige slide definerer
X —1.960 < pu < X +1.960 o o o o
- = X —-196—<pu<X+196—
va SHESTER
Bemaerk: intervallet svarende til (b) er stokastisk - kaldes et 95% et 95% konfidensinterval for .
konfidensinterval for p (baseret p3 data X)
13 /42 14 /42
Simulationsstudie Praktisk brug af konfidensinterval

100 simulerede 95% konfidensintervaller baseret pa X. gennemsnit

af 100 normalfordelte variable med middelvardi 3 og varians 2
Hvis vi hver gang vi udfgrer et eksperiment haevder, at den ukendte

middelvaerdi ligger i det beregnede 95% interval, s tager vi kun
fejl i 5% af tilfeldende

3.6

3.4

Huvis vi vil have stgrre sikkerhed kan vi i beregningen af
8 konfidensintervallet erstatte 1.960/+/n med 30/+/n eller 40/+/n -
giver 99.7% eller 99.99% intervaller.

3.0 32
I

konfidens interval

28

) Da tager vi kun fejl i 0.3% eller 0.01% af tilfeeldene.

2.6

Men intervallerne bliver da naturligvis bredere, s& vores udsagn
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ bliver mere udvandede

0 20 40 60 80 100

eksperiment nr.

Konfidensintervallerne
indeholder sande middelvaerdi u = 3 i ca. 95% af tilfaeldende.
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Den lidt tricky skelnen

Den 95% sandsynlighed vedrgrer et fremtidigt ikke endnu
gennemfgrte eksperiment

Hvis vi f.eks. observerer en stikprgve
2.3230.13109-0.1212.4390.0

fra 10 stokastisk variable med o = 2 er det konkrete udfald af
konfidensintervallet

2 2
/10" 1.7+ \/ﬁ]
Dette interval er naturligvis ikke stokastisk, og det giver derfor ikke
mening at tillegge en 95% sandsynlighed til dette interval
(sandsynligheden er enten O eller 100% men vi ved ikke hvilken)

(1.7 — [1.1;2.3]

Vanskeligt, og maske heller ikke ngdvendigt, at fa studerende til at
fange denne pointe

Ukendt varians

Vi har jf CLT _
X —p
Z=——
a//n
Dvs. Z er (approksimativt) en pivot-stgrrelse: fordelingen af Z
afhaenger hverken af p eller o.

~ N(0,1)

Hvis o erstattes af et estimat & galder i almindelighed stadig
X —p
&/\v/n

~ N(0,1)

hvorved

c o ¢ o
X —196—; X —1.96—
96\/5’ 96\/ﬁ

er et approksimativt 95% interval.

Dvs. hvis variansen er ukendt, kan vi i almindelighed blot erstatte
den ukendte varians med et estimat, nar vi udregner et 95%

konfidensinterval.
19 /42

Stokastiske intervaller er erfaringsmaessigt lidt vanskelige for
studerende.

Maske nemmere at udnytte at

_ o — o = (e
X —-196—=<u<X+4+19%—< X —pul <1.96—
\/ﬁ — /L — + n | :u’| — \/ﬁ

NG

Dvs. med 95% sandsynlighed ligger estimationsfejlen i det
ikke-stokastiske interval £1.960/+/n

Konfidensinterval for sandsynlighedsparameteren i en
binomial fordeling

Antag Y er binomialfordelt med kendt antalsparameter n og
ukendt sandsynlighedsparameter 6.

Da estimerer vi 6 ved andelen § = Y/n.
Mht konfidensinterval er der ikke noget nyt under solen da
Y=h+ --+1,

hvor [;'erne er uafhangige binaere variable med sandsynlighed
P(l;=1)=0.

Dvs 0 = Y /n er gennemsnittet | = % Yol

n

18 /42
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Hvis n ikke er for lille kan vi jf CLT (og slide 19) bruge at

~ N(0,1)
hvor

er et estimat af
0% = Varl; = (1 — 6)

Derved bliver . R
o 4 o
—;0+1.96—
vt ]

et (approksimativt) 95% konfidensinterval for ¢

[0 —1.96

21/42

Generelt set-up

0 parameter i en parametrisk statistisk model.

Hvis 6 er (approksimativt) normalfordelt med middelveerdi 6 og
spredning sd(f) s er

0 + 1.96sd(A)

et (approksimativt) 95% konfidensinterval for 6.

(analogt med fi = X. og sd(1) = o /+/n)

Hvornar er n stor nok ?
Fordeling af  for forskellige vardier af n og 6:

#=01n=5 #=01n=10 #=0.1n=30
0=04n=5 0=04n=10 0=0.4n=30
Linezer regression
Antag Yi,..., Y, fglger en regressionsmodel
Yi=a+ fBxi+ E;
hvor x1, ..., X, er kendte og E; er uafhaengige normalfordelte med
middelvaerdi 0 og varians ¢
Da er mindste kvadraters metode estimaterne
B:ZiY;X,'fn\_/.)_(. d:\—/_/g)_(

2i(xi —x)?

Disse estimater er normalfordelte ! (linezere funktioner af data)

N
]
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Konfidensintervaller for o og 3

& og B har varianser
5 3 x? o2

Vard = o ﬁ Varﬂ = m

o2 estimeres ved

1
P Z(Yi — fui)?

hvor fij = & + Bx; er estimatet af pu; = E[Y]]
Dermed lige ud af landevejen at konstruere 95%

konfidensintervaller for o« og 5 vha generel opskrift: estimat
plus/minus 1.96 standardafvigelsen af estimatet

25/42

30
I

25
I

15
I

Konfidensinterval for u; = EY;

; estimeres ved fi; = & + 3Xi

Variansen for [i;:

Varf; = Vara + x?Varf + 2x;Cov(a, ) (1)
hvor _
~ A 2 X.
Cov(&,p) = —0

2i(xi —x)?

Igen kan generel opskrift benyttes: estimat plus/minus 1.96
standardafvigelsen af estimatet.

Pradiktionsinterval for ny observation

Antag, at vi har estimeret en regressionslinje baseret pa en
stikprgve (y1,x1),- -+, (Vn, Xn)-

Lad Y41 veere en uobserveret variabel som vi gerne vil forudsige
pa baggrund af den observerede vaerdi x,1 af den tilhgrende
forklarende variabel.

Vores bedste bud pa Y11 er fipy1 =&+ BXn+1

Usikkerhed pa praediktion af Y1 vha fi,+1 kvantificeres vha
preadiktionsinterval

26 /42
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Der gzelder

35

Yn+1 - ﬂn+1 = Yn+1 — Mn41 T+ Ppt1 — ,ﬁfn+1 = En+1 + tnt1 — ﬁn+1

30
I

Her er E,.1 normalfordelt med middelvaerdi 0 og varians o2 og
uafhaengig af estimationsfejlen tp+1 — fint+1, som er normalfordelt
med middelvaerdi nul og varians Varfi,+1 beregnet tidligere.

25
I

Dermed er Y,11 — fin+1 normalfordelt med middelvaerdi nul og

varians w? = 02 + Varfi, 1. > 1
Dvs med 95% sandsynlighed galder o |
—1.96w < Ypi1—fint1 < 1.96w < [int1—1.96w < Yipy1 < finy1+1.96w
Dette interval er altid bredere end konfidensintervallet for p,41 da
det bade afspejler usikkerheden vedr. estimationen af p,4+1 samt
variationen af Y};11 omkring fin41 ©7
29/42 X 30/42
Eksempel
> fit=1m(y~x) Yderligere emner (til selvstudium)
> summary(fit) > brug af eksakt fordeling af § ?
Coefficients: > konfldensmt-erval og transformation
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|) > transformation for ¢
(Intercept) 2.0933 0.7791 2.687 0.0276 * > §-metoden
X 2.9977 0.1256 23.873 1.01e-08 *xx* » konfidensinterval for o2
T > teoretisk middelvaerdi og varians
95% konfidensinterval for 8: 2.99 +1.96 - 0.1256 = [2.74; 3.24] > opgaver

Specielt kan vi bemarke, at konfidensintervallet ikke indeholder
nul. Dvs. vi kan afvise at § = 0 og Y; afhaenger dermed signifikant
af Xj.
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Opsummering Eksakt fordeling af 0

Forskellen & — @ er fordelt som

Y
> For en ukendt parameter 0 er et a-konfidensinterval et n 0
stokastisk interval som med sandsynlighed « indeholder hvis fordeling let Kk bell
» Sandsynligheden refererer til et endnu ikke gennemfgrt vis fordeling let kan tabelleres.
eksperiment o ) ) ) Problem: fordelingen afhaenger af ukendte 6 - vi kan ikke finde
> Andelen af fremtidige eksperimenter hvor 6 er indeholdt i nedre og gvre granser, der ikke afhanger af 6.

konfidensintervallet knyttet til eksperimentet er ca. a.

» | almindelighed udregnes konfidensintervallet som 6 + ksd(6) Derimod er .
hvor k = 1.96, 3,4 svarer til o = 95%, 99.7%, 99.99%. -6 _ N(0,1)

> For et konkret datasaet er konfidensintervallet ikke stokastisk - &/v/n 7
vi kan ikke tillegge sandsynlighed til et konkret udregnet som med 95% ssh sandsynlighed ligger indenfor graenserne —1.96
konfidensinterval og 1.96, der ikke athaenger af 6.

Dermed bliver normalfordelingsapproksimationen for 6 — 6 en

bekvem genvej til at etablere et konfidensinterval
33 /42 34 /42

Konfidensinterval og transformation Anvendelse for binomial fordeling

For sandsynlighedsparameteren 6 i en binomialfordeling benyttede
Antag [L, U] er et a konfidensinterval for 6 (f.eks. o = 95%) vi estimatet

~ Y
f—_
Lad - !
n = g(8) og konfidensintervallet
hvor g er en injektiv transformation 0 + 1.96sd(0)
Da er [g(L); g(U)] (eller [g(U); g(L)]) et a konfidensinterval for 7 hvor vi estimerede sd(f) ved (1 — 0)/n.

Problem: dette interval er ikke ngdvendigvis indeholdt i [0,1] !

35/42 36 /42



Logit-transformation

Lgsning: parameteren

n=g(0) = log (129)

har variationsomrade | — 0o, oo[ nar @ varierer i |0, 1[ (og omvendt

)

Vi kan danne konfidensinterval for 17 og dernaest transformere
tilbage vha den inverse transformation

1y exp(n)
b=¢ 1( )= 1+ exp(n)

d-metoden

Lad X = g(Y) hvor Y er en stokastisk variabel med middelveerdi u
og varians o2 og g er differentiabel.

Da gelder (linezer approksimation)

X =~ g(u)+ &' ()Y — p) = VarX =~ (g'(1))*VaryY

(igen vha. regneregler for middelveerdi og varians)

39/42

Vores estimat for n er
= g(0)

og variansen approksimeres ved (-metoden)

A 1
H~ / 2 =
Varf) ~ (g'(0))“Var6 n0(1—0)

Konfidensintervallet for 7 bliver

1

og konfidensintervallet for € bliver

[gl (n ~ 1.96, /7,79(11_ 0)) g (77 +1.96, /7179(11_ 9))]

som med garanti er indeholdt i [0, 1] !

Konfidensinterval for varians

For en linezr regressionsmodel med normalfordelte observationer,

kan man vise, at
)

(n—2)%5

er x?(n — 2) fordelt (og dermed en pivot-stgrrelse).

Dermed galder med 95% sandsynlighed, at
22
&
Xp.025(n —2) < (n— 2); < Xg.975(n — 2)

hvor X,%(n — 2) angiver p-fraktilen for en x?(n — 2)-fordeling
(0<p<l).

Dette giver konfidensintervallet
2 n—2 a2 n—2
20751 —2)" " XBooas(n — 2)
X0.975 X0.0.025

for o~.
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Opgaver
1. Check resultaterne pd slide 8 ndr ~ er erstattet med = og
X;'erne antages at vaere normalfordelte.

2. (vedr. slide 9) Hvad ggr landmaéleren hvis sandsynligheden
ikke er under 99.9% ?
3. Check (jf slide 21) at

3.1
Varl; = 6(1 - 0)

3.2

Dvs variansestimatet er (n — 1)/n gange det saedvanlige

variansestimat 1
2 _ Y
s = E (=1

i

4. Antag 6 = 0.1. Hvor stor skal n vare, for at bredden pa
konfidensintervallet bliver mindre end 0.02 ?

41 /42

. Mindste kvadraters estimaterne af « og 3 kan udregnes som

m =(X"X)'XTY

hvor X er n x 2 matricen med sgjler (1,1,...,1)T og

(Xt,---,xn)T 0og Y = (Y1,...,Yn)T. Brug dette til at
udregne kovariansmatricen for (&, 3)"

Bemaerk: kovarians-matricen X for en stokastisk vektor Z har
indgange ~;; = Cov(Z;, Z;). Hvis A er en matrix af passende
dimension, s3 har AZ kovariansmatrix AZAT.

. Vis (1) pa slide 26 ved at bruge resultatet og vinket fra forrige

opgave.

. (slide 35) Vis at [g(L); g(U)] er et « konfidensinterval for n

nar g er voksende

. Check resultaterne pa slide 37-39



